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Motivations

La modularité dans les systèmes vivants La biologie est l’étude des systèmes vivants. Les
systèmes vivants sont par essence des systèmes complexes et leur compréhension passe par la
décomplexification de la machinerie biologique [Barabási and Oltvai, 2004]. L’un des moyens d’y
parvenir est de décomposer le système en petits morceaux interprétables en terme de fonction-
nalités. Cet aspect modulaire [Szallasi et al., 2001] [Rives and Galitski, 2003] est globalement
aujourd’hui accepté par la communauté scientifique.

L’objectif étant de déterminer les différents modules d’une partie d’un système biologique,
les réseaux d’interactions de protéines sont modélisés sous forme de graphe. Les protéines sont
modélisées par les sommets, et une arête entre deux protéines implique l’existence d’une interac-
tion entre ces deux protéines. Ces interactions forment des réseaux macromoléculaires complexes
qu’il faut analyser de façon efficace, notamment à l’aide d’une décomposition. La mise en oeuvre
de ”diviser pour régner” est un concept efficace en théorie des graphes ce qui explique l’intérêt
de la décomposition de graphes.

Néanmoins, la description d’un module biologique n’est pas précisément définie, compli-
quant sa recherche automatique. De récentes études ([Holme et al., 2003], [Ishihara et al., 2005],
[Zotenko et al., 2006], [Adamcsek et al., 2006], [Guimera and Amaral, 2005]...), considèrent un
module comme une unité fonctionnelle semi-autonome composée d’éléments qui sont connectés
de façon plus forte entre eux qu’avec le reste de l’environnement. [Gagneur et al., 2004] s’appuie
par ailleurs sur une autre définition usuelle et plus contrainte du module issue de la théorie des
graphes (voir section 1.1).

Méthodes de décomposition des réseaux biologiques Il existe différentes méthodes pour
décomposer les graphes biologiques.

– [Ravasz and al, 2002] utilise une matrice topologique de chevauchement1, la direction des
réactions est ignorée et seule la connectivité locale (degré de connexion des sommets du
réseau) est considérée. Ils classent les sommets dans différents groupes, mais d’un point
de vue biologique, un sous ensemble de sommets n’est pas suffisant pour définir un unique
chemin fonctionnel2 ou module fonctionnel. Il doit aussi y avoir les réactions entre ces
métabolites dans ce sous ensemble.

– [Schuster et al., 2002] enlève les métabolites les plus fortement connectées. L’idée est d’éti-
queter les métabolites avec un degré k dans le graphe, supérieur à un seuil kmax dit ”ex-

1Topological overlap matrix : matrice d’adjacence dans laquelle on place un 1 en cas de noeuds connectés et
0 sinon. Une mesure (topological overlap) est calculée par paire de noeuds afin de savoir dans quelle mesure ils
partagent les mêmes voisins.

2Séquence de réactions enzymatiques ou autres, par lesquelles un matériel biologique est transformé en un
autre.
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térieur” et considérer les composantes connexes composées des métabolites ”intérieures”
comme des sous réseaux. La méthode détecte des sous réseaux, mais certains réseaux
peuvent ne pas avoir de propriétés locales détectables par des quantités locales comme les
degrés. Cette méthode est néanmoins capable de décrire l’organisation hiérarchique com-
plète d’un réseau cellulaire, i.e un réseau macromoléculaire divisé en sous réseaux et ces
sous réseaux en sous réseaux etc...

– [Gagneur et al., 2004] étend la méthode de [Schuster et al., 2002] en groupant les réac-
tions selon le degré de connexion des métabolites connectés afin d’organiser la struc-
ture hiérarchique. Son implémentation issue d’une méthode appelée décomposition
modulaire[Galläı, 1967] (voir section 1) mène à un arbre T (G) où les feuilles sont les som-
mets du graphe G de départ, et où les noeuds internes correspondent à certaines opérations
sur les graphes. Cependant, la caractérisation choisie (degré de connection) par définition
locale, ne suffit pas toujours pour décomposer le réseau. Il faudrait une caractérisation
prenant en compte l’organisation globale du réseau.

– Pour résoudre ce même problème ([Schuster et al., 2002], [Gagneur et al., 2004]),
[Holme et al., 2003] développent une méthode qui révèle la hiérarchie des sous-réseaux
du réseau global. Elle utilise une combinaison des propriétés locales et globales du réseau
métabolique3. Le degré de connection des métabolites est une propriété structurelle locale
du réseau. Leur méthode de décomposition est basée sur la structure bow-tie (noeud pa-
pillon) et la longueur du plus court chemin entre réactions. Ces deux notions reflètent la
connectivité globale de la structure du réseau. Les sous-réseaux ont une taille adéquate par
rapport à des unités fonctionnelles et correspondent à une fonction biologique. Ils peuvent
servir de base à une analyse fonctionnelle du réseau métabolique.

Un exemple de méthode ad-hoc de décomposition [Guimera and Amaral, 2005] pro-
posent une méthode pour extraire l’information contenue dans des réseaux complexes basée sur
la connectivité des noeuds. L’idée est que les noeuds ayant un même rôle doivent avoir les mêmes
propriétés topologiques. Il est alors possible d’identifier des modules fonctionnels dans ces ré-
seaux et de classer les noeuds selon des rôles ”universels” selon leurs connections inter et intra
modules. Cette méthode sera testée en section 5.3.

Une nouvelle voie : la décomposition homogène Après l’étude des résultats ob-
tenus par les différentes décompositions, nous nous proposons d’améliorer l’approche de
[Gagneur et al., 2004]. Notre finalité est de décomposer au maximum un réseau biologique. Nous
utiliserons la décomposition homogène [Jamison and Olariu, 1995] qui étend la décomposition
modulaire (voir section 2).

A partir du graphe G modélisant le réseau, nous allons calculer l’arbre de décomposition
modulaire TM (G) (abrégé TM si pas d’ambigüıté). De cet arbre que nous obtiendrons l’arbre de
décomposition homogène de G, TH(G) (abrégé TH si pas d’ambigüıté). (voir la section 3)

Cette démarche nous permettra de compléter les informations que peut fournir la décom-
position modulaire (section 5) mais aussi de comparer nos résultats in silico avec les modules
fonctionnels biologiques in vivo.

3Suite de réactions chimiques contrôlées éventuellement par des enzymes, leur but est
d’exploiter et de transformer les ressources disponibles en énergie (définition disponible :
http ://www.irisa.fr/videos/EcoleChercheurBioInfo/siegel/siegel.pdf)



Chapitre 1

La décomposition modulaire

Dans la suite de ce document nous considérons des graphes simples non orientés et sans
boucle G = (V,E) où V est l’ensemble des sommets et E l’ensemble des arêtes.

Nous introduisons la décomposition modulaire, définie par [Galläı, 1967].

1.1 Définitions

Définition 1 Module
M ⊂ V est un module si tous les sommets de M ont les mêmes voisins dans V −M .

Ainsi on peut contracter tous les sommets d’un module car ils ont le même comportement
par rapport à l’extérieur1.(voir figure 1.1)

A

B
C D

a)

AB C D

b)

Fig. 1.1: Contraction des sommets d’un module en un point. a) A et B ont le même voisin C

à l’extérieur du module composé de A et de B. b) On peut donc remplacer A et B par un seul
sommet AB.

.

On peut définir trois types de modules distincts dont les deux suivants :
• Les modules séries figure 1.2a) :

Les sommets d’un module série forment une clique, c’est-à-dire qu’ils sont tous voisins les
uns des autres.

• Les modules parallèles figure 1.2b) :

1L’extérieur d’un module correspond à l’ensemble des sommets qui n’appartiennent pas au module, un même
comportement par rapport à l’extérieur signifie que tous les sommets du module ont les mêmes voisins pris dans
cet ensemble.
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Les sommets d’un module parallèle forment un stable, c’est-à-dire qu’ils ne sont pas voisins
les uns des autres.

A

B
C D

∗

a)

A

B
C D

||

b)

Fig. 1.2: Deux types de modules distincts, A et B forment un module car ils ont le même voisin
C mais : a) A et B sont adjacents donc il s’agit d’un module série, b) A et B sont non adjacents
donc il s’agit d’un module parallèle

Tous les modules non triviaux, c’est-à-dire ceux qui ne contiennent ni un seul sommet ni l’en-
semble des sommets du graphe, sont appelés ensembles homogènes comme le décrit formellement
la définition 2.

Définition 2 Ensemble homogène
H ⊂ V est un ensemble homogène si c’est un module avec 1 < |H| < |V |.
Un ensemble homogène est maximal si aucun ensemble homogène ne le contient.

Remarque 1 Autrement dit, H est un ensemble homogène si tout sommet à l’extérieur de H

est adjacent soit à tous sommets de H soit à aucun et si H possède au moins deux sommets.
Tout ensemble homogène est un module, mais tout module n’est pas un ensemble homogène.
On peut dire qu’un ensemble homogène est un module non trivial.

La définition 2 permet de définir un type de graphe particulier et prépondérant en biologie :

Définition 3 Graphe premier
Un graphe sans ensemble homogène est appelé graphe premier ou ”prime”.

Le module de type premier correspondant à ce type de graphe est introduit dans le
troisième point du théorème de la décomposition modulaire [Galläı, 1967].

Théorème 1 Soit G = (V,E) un graphe quelconque où |V | ≥ 2, exactement une seule de ces
assertions est satisfaite :

1. G est non connexe. Dans ce cas, V est un module parallèle et l’ensemble des sommets de
chaque composante connexe de G définit un sous-module.

2. G est non connexe. Dans ce cas, V est un module série et l’ensemble des sommets de
chaque composante connexe de G définit un sous-module.

3. Il existe Y ⊆ V , |Y | ≥ 4 et une unique partition P de V telle que le graphe induit par Y

soit un sous-graphe maximal premier de G et pour tout S ∈ P , |S ∩ Y | = 1.

De ce théorème on déduit l’arbre de décomposition modulaire associé au graphe G avec les
propriétés suivantes :
• Les modules triviaux composés d’un sommet et composés de l’ensemble des sommets V

correspondent respectivement aux feuilles et à la racine de l’arbre.
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• 2Un noeud correspondant au module M ′ est fils de celui correspondant au module M si
et seulement si M ne chevauche aucun autre module et M ′ ⊂M .

• Il existe trois type de noeud, respectivement selon les cas 1, 2 et 3 du théorème :
– Un noeud interne étiqueté parallèle (souvent noté || ou 0) signifie que les descendants

directs de ce noeud ne sont pas voisins les uns des autres dans le graphe G.
– Un noeud interne étiqueté série (souvent noté * ou 1) signifie que les descendants directs

de ce noeud sont tous voisins les uns des autres dans le graphe G.
– Pour un noeud étiqueté premier (souvent noté P ou N), les liens qui unissent ses des-

cendants dans le graphe G ne sont pas stockés dans l’arbre.
Le plus petit graphe premier est le chemin P4 (on appelle Pk le graphe représentant un
chemin sans corde à k sommets). Ci-dessous la figure 1.3 montre un P4 et son arbre de
décomposition modulaire associé dans lequel il y a bien un noeud premier P .

0 1 2 3

P

0 1 2 3

Fig. 1.3: Un P4 et son arbre de décomposition modulaire

1.2 Exemple de mise en oeuvre de la décomposition modulaire

s1

s2

s3

s4

s5

s6

s7

s8

s9

s10

s11

a)

s1

s2 s3

s4

s5

s6

s7

s8 s9

s10 s11

b)

P

1 *

||

2 3

4

5 ||

6 7

*

8 9 ||

10 11c)

Fig. 1.4: Décomposition modulaire d’un graphe G a) Graphe G. b) Graphe caractéristique
détaillé de G : on représente les modules de G et les liens qui existent entre eux. c) Arbre de
décomposition modulaire de G, au dessus on a indiqué le graphe premier correspondant au noeud
P .

Le but recherché est d’obtenir une décomposition qui nous permette - malgré un graphe qui
peut être complexe - de déduire un maximum de relations entre les sommets à partir de l’arbre
de décomposition modulaire. Par exemple sur la figure 1.4c), on déduit grâce à cet arbre des
liens qui existent entre les sommets 2, 3 et 4 ou 8, 9, 10 et 11.

Remarque 2 Si l’on ne regarde que l’arbre de décomposition modulaire, le rôle de 1 et de 5
n’est pas parfaitement défini, tels qu’ils sont représentés leurs rôles sont équivalents. Comme
tous les enfants du noeud P ont un rôle semblable, il est intéressant de pouvoir connâıtre la
nature des liens qui les unissent.

2Cette explication peut être trouvé dans le document à l’adresse : http ://phi-
lippe.gambette.free.fr/SCOL/Graphes.pdf.
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1.3 Modules et réseaux métaboliques

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

MODULE 5

MODULE 1

MODULE 2

MODULE 3

MODULE 4

MODULE 6

MODULE 46

...

46 modules. 

BINI4 CDC10 CDC12 NFI1

YDL225W

SHS1

CDC11

CDC3

GIN4

Fig. 1.5: La décomposition modulaire et les réseaux biologiques : application à la levure. A
gauche, (a) la structure de la décomposition modulaire, un noeud parallèle composé de 46 mo-
dules fils. A droite, (b) Réseau associé à un module de la décomposition modulaire, nous avons
choisi de nous focaliser sur un seul module car le graphe entier est beaucoup trop grand. (Il faut
remplacer sur le schéma le nom de la protéine BINI4 par BNI4 )

La figure 1.6 représente le module de la figure 1.5b) issu de la décomposition modulaire
du réseau d’interactions de protéines de la levure (figure 1.5a). [Yeast Interactome, Boston
University, http ://structure.bu.edu/rakesh/myindex.html]

Remarque 3 Les résultats généraux sur les modules séries et parallèles que nous allons présen-
ter ont été déduit par [Gagneur et al., 2004]. Il a travaillé notamment sur l’exemple du réseau de
complexes de régulation transcriptionnel présenté dans les résultats expérimentaux. Par soucis
de clarté nous illustrerons la démarche générale sur l’exemple de la levure et non sur les résultats
publiés dans [Gagneur et al., 2004].

Les modules séries Dans un réseau d’interactions de protéines, [Gagneur et al., 2004] montre
qu’un module série regroupe des protéines qui coopèrent pour accomplir une certaine fonction3.
Sur la figure 1.7 qui représente un module série issu de la décomposition de la figure 1.6, toutes
les protéines sont en relation les unes avec les autres.

Les modules parallèles Les protéines qui composent un module parallèle réalisent chacune la
même (ou proche) fonction. Un exemple de telles protéines se trouve figure 1.6 avec les protéines
SHS1 et Y DL225W . On retrouve ces protéines figure 1.7 où le module parallèle qui les contient
est inclus dans un module série.

3La fonction d’une protéine ou d’un groupe de protéines fait référence à
une activité métabolique, le résultat d’une activité biologique, et des struc-
tures cellulaires ou sub-cellulaires. (Une définition peut être trouvée à l’adresse :
http ://bioinfo.unice.fr/enseignements/www2005/documentation/Les%20enjeux%20de%20la%20biologie%20virtuelle.htm)
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Complexe 
protéique [6]

NFI1, CDC12, le complexe 
protéique, BNI4 et CDC10 forment 
une cascade de réactions.P

NFI1

CDC12
*

BNI4
CDC10

CDC3

||
CDC11

GIN4

SHS1 YDL225W

SHS1 et YDL225W sont deux 
protéines alternatives, l'une peut 
se substituer à l'autre pour une 
même fonction. [6]

Décomposition modulaire

s ||

Fig. 1.6: La décomposition modulaire et les réseaux biologiques : application à la levure. Les
protéines CDC3, CDC11, GIN4 et le complexe composé de SHS1 et Y DL225W , forment
un complexe protéique où chaque protéine est essentielle pour assurer la fonction globale du
complexe.

SHS1

YDL225W

CDC10

CDC3

CDC11

Fig. 1.7: Le module série issu de la décomposition figure 1.6.

Les noeuds premiers (N ou P ) Tous les fils de ce type de noeud forment une cascade de
réactions, mais on ne peut pas déterminer exactement les liens qui existent entre ses fils. Sur la
figure 1.8, BNI4 et CDC10 sont connectés. On a pu effectuer cette connection seulement grâce
à la figure 1.5 b) qui montre que BNI4 a pour seule connection CDC10. L’arbre de la figure 1.6
ne peut pas prévoir cette connection. On veut pouvoir mieux cerner le rôle de chaque protéine
indépendamment et également au sein de l’éventuel module auquel elle appartient, et l’un des
objectifs majeur en biologie est de pouvoir discerner le rôle de chaque protéine.
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Fig. 1.8: Module P issu de la décomposition figure 1.6. On peut voir la suite des réactions entre
les protéines. Le module série figure 1.7 n’est plus qu’une brique de la cascade de réactions.

1.4 Limite de la décomposition modulaire

La Remarque 2 est renforcée par l’existence de graphes comme celui de la figure 1.9. La
décomposition modulaire ne décrit pas de liens entre les sommets du graphe.

da′ b′

c′

a b

c

a)

P

a a’ b b’ c c’ d

b)

Fig. 1.9: Limite de la décomposition modulaire a) le graphe G b) l’arbre de décomposition
modulaire de G. On ne peut déduire de cet arbre les relations qui peuvent exister entre les fils
du noeud P .



Chapitre 2

La décomposition homogène :
aspects théoriques

La décomposition homogène permet de mieux comprendre les relations qui unissent les élé-
ments d’un noeud de type premier. Cette décomposition étend la décomposition modulaire dans
le sens où elle complète les informations données par la décomposition modulaire.

2.1 Définitions

La p−connexité ([Babel and Olariu, 1999] et [Babel and Olariu, 1997]) généralise la
connexité et mène vers une représentation arborescente unique des graphes quelconques.

Définition 4 Graphe p-connecté
Un graphe induit C de G est dit p-connecté si pour toute partition de l’ensemble des sommets

de C en deux ensembles non vides C1 et C2 de ses sommets, il existe un P4 de G contenant des
sommets à la fois de C1 et de C2. (Ce P4 est appelé P4 traversant))

Définition 5 Graphe caractéristique ou graphe quotient
Le graphe obtenu depuis un graphe p-connecté G en contractant chaque ensemble homogène

maximal en un seul sommet est appelé le graphe caractéristique ou graphe quotient de G.

Un exemple de tel graphe est présenté dans la figure 2.1b).

s1

s2

s3

s4

s5

s6

s7

s8

s9

s10

s11

a)

b)

Fig. 2.1: Graphe caractéristique d’un graphe G a) Graphe G. b) Graphe caractéristique de G.

L’intérêt du graphe caractéristique réside dans le fait que lorsqu’on se trouve en présence
d’un noeud de type P , on ne connâıt pas à priori la forme du graphe (relations éventuelles entre
ses fils), le graphe caractéristique donne la forme générale du graphe.
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Définition 6 p− composante ou composante p−connectée)
Un sous graphe induit C p-connecté maximal est appelé p-composante.

Proposition 2 Tout graphe possède une partition en p− composantes.

C’est la partition en p − composantes d’un graphe (dont l’existence est assurée par la pro-
position 2) que nous allons récupérer lors de la décomposition homogène.

Il existe des p− composantes qui sont séparables en deux ensembles disjoints comme décrit
par la définition 7. Avec cette définition, la décomposition homogène s’appuie sur le théorème 3
pour décomposer au mieux les p− composantes qui peuvent l’être.

Définition 7 p− composante séparable
Si un graphe C est une p− composante et si ses sommets peuvent être partitionnés en deux

ensembles disjoints C1 et C2 tels que tout P4 traversant a ses points milieux dans C1 et ses
points finaux dans C2 alors C est dit p− composante séparable.

Par ailleurs, (C1, C2) est une séparation de G.

Un exemple de p− composante séparable est présenté dans la figure 2.2.

a′ b′

c′

a b

c

Fig. 2.2: Cette p − composante séparable peut être partitionnée en C2 = {a′, b′, c′} contenant
les points milieux des P4 traversants du graphe et C1 = {a, b, c} contenant les points finaux
correspondants. Par exemple pour le P4 traversant a− a′− c′ − c on a a′, c′ ∈ C2 et a, c ∈ C1.

2.2 Théorèmes et algorithme de décomposition

Théorème 3 [Jamison and Olariu, 1995]
Tout graphe p-connecté séparable a une unique séparation. Chaque sommet appartient à un

P4 traversant.

Théorème 4 [Jamison and Olariu, 1995]
Si G est p-connecté séparable avec la séparation (C1, C2), le sous graphe de G (respectivement

G) induit par C2 (respectivement C1) est non connexe. Et tout p− composante du sous graphe
de G (respectivement G) induit par C2 (respectivement C1) avec au moins 2 sommets est un
ensemble homogène de G.

Une définition est nécessaire afin de décrire une classe de graphes particulière qui sera utilisée
de le corollaire suivant :

Définition 8 Split Un split est un graphe dont l’ensemble des sommets se décompose en deux
ensembles disjoints, une clique K où tous les éléments sont adjacents et un stable S où tous les
éléments sont non adjacents
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Corollaire 5 Un graphe p-connecté est séparable si et seulement si son graphe caractéristique
est un split.

Ce corollaire induit la limite de la décomposition homogène.
Le plus important résultat dérivant de la p-connexité est le théorème structurel 6. Il implique

une unique représentation arborescente d’un graphe quelconque.

Théorème 6 Théorème structurel [Jamison and Olariu, 1995]
Soit un graphe G = (V,E), |V | ≥ 2 quelconque. Exactement une seule de ces propositions

est satisfaite :
• G est non connexe.
• G est non connexe.
• Il existe une p-composante séparable propre1 H de G avec une partition (H1,H2) tel que

tout sommet n’appartenant pas à H est adjacent à tous les sommets de H1 et aucun de
H2.

• G est p-connecté.

La décomposition qui découle naturellement de ce théorème est appelée décomposition pri-
mitive. Il s’agit de décomposer le graphe G = (V,E) selon les opérations opi avec i ∈ {0, 1, 2}.
• Si G est non connexe, l’opération op0 consiste à créer un noeud de type 0 dont les enfants

sont les composantes connexes de G. Cette opération correspond au noeud de type parallèle
de la décomposition modulaire.

• G est non connexe, l’opération op1 consiste à créer un noeud de type 1 dont les enfants
sont les composantes connexes de G. Cette opération correspond au noeud de type série
de la décomposition modulaire.

• Il existe une p-composante séparable propre H de G avec une partition H = (H1,H2) tel
que tout sommet n’appartenant pas à H est adjacent à tous les sommets de H1 et aucun
de H2. L’op2 consiste à créer un noeud de type 2 dont les enfants sont les noeuds qui sont
racines des sous arbres issus du rappel de l’algorithme sur le graphe induit par les éléments
n’appartenant pas à H, et sur le graphe induit par V - les éléments n’appartenant pas à
H.

Proposition 7 [Jamison and Olariu, 1995]
Tout graphe peut être obtenu uniquement à partir de ses p− composantes par une séquence

finie des opérations op0, op1 et op2 .

L’arbre issu de cette décomposition (arbre primitif) est composé de noeuds internes i ∈
{0, 1, 2}. Un noeud i indique que le graphe associé au sous arbre de racine i est obtenu à partir
des graphes correspondants à ses enfants par une i-opération. Les feuilles sont les p−composantes

de G.

Arbre de décomposition homogène Le quatrième point du théorème permet de déterminer
deux autres types de noeuds faisant référence à deux opérations op3 et op4.
• Soient G0 = (V0 ∪ {y0, y1, · · · , yt}, E0), G1 = (V1, E1), · · · , Gt = (Vt, Et) des graphes

quelconques. Le graphe G = (V,E) provient de G0 et G1, · · · , Gt par une op3 s’il correspond

1Dont l’ensemble des sommets n’est ni égale à l’ensemble vide ni à V
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au graphe G0 dans lequel tous les sommets yi, i ∈ {0, · · · , t} ont été remplacés par le
graphe Gi. L’op3 consiste à créer un noeud de type 3 dont les fils sont ces Gi.

• Si la p − composante caractéristique est un split alors on peut définir l’opération op4 en
plaçant la clique K en racine du noeud op4, et pour tous les sommets s du stable S il
existe une clique s ∪N(s) (avec N(s) voisinage du sommet s) que l’on place en enfant du
noeud 4.

Ces opérations seront explicitées dans le chapitre suivant.
La décomposition homogène affine la décomposition primitive et permet de décomposer un

graphe en un arbre dont les noeuds internes correspondent à l’ensemble des opérations citées ci-
dessus (à savoir op0, op1, op2, op3 et op4) par l’Algorithme 1 issu de [Jamison and Olariu, 1995].
Pour plus de précision sur les utilisations des différentes opérations, se référer à leurs descriptions
dans les paragraphes précédents.

Cet algorithme n’est pas aisément implémentable en l’état. C’est pourquoi S. Baumann l’a
transformé comme expliqué dans le chapitre suivant.
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Algorithme 1 Construction de l’arbre de décomposition homogène de G par
[Jamison and Olariu, 1995], Entrée : Un graphe quelconque G = (V,E), Sortie : L’arbre
de décomposition homogène correspondant à G.

si |V | = 1 alors
Renvoyer l’arbre composé de l’unique sommet de G

sinon
si G est p-connecté alors

Soit C(G) le graphe caractéristique de G. {Il s’agit du quatrième point du théorème
6, on fait appelle à l’op4 et l’op3.}
On décompose C(G) par une op4.
Soit α le noeud 4 racine d’un arbre T ′,
Soient Y1, Y2, · · · , Yt les ensembles homogènes maximaux de G.
Soient T1, T2, · · · , Tp les arbres homogènes associés enracinés respectivement en
r1, r2, · · · , rp. {On va décomposer G avec une op3.}
Renvoyer l’arbre obtenu en ajoutant α, r1, r2, · · · , rp comme enfants d’un noeud 3.

sinon
si G est non connexe alors

Soient G1, G2, · · · , Gp (p ≥ 2) des composantes connexes de G.
{Premier point du théorème 6, on fait appelle à l’op0}
Soient T1, T2, · · · Tp les arbres homogènes associés de racines respectives r1, r2, · · · , rp.
Renvoyer l’arbre obtenu en ajoutant r1, r2, · · · , rp comme enfants d’un noeud 0.

sinon
si G est non connexe alors
{Deuxième point du théorème 6, on fait appelle à l’op1.}
Soient G1, G2, · · · , Gp (p ≥ 2) des composantes connexes de G.
Soient T1, T2, · · · Tp les arbres homogènes associés de racines respectives r1, r2, · · · , rp.
Renvoyer l’arbre obtenu en ajoutant r1, r2, · · · , rp comme enfants d’un noeud 1.

sinon
{G satisfait le point 3 du théorème 6, on fait appelle à l’op2.}
Ecrire G sous la forme G1op2G2.
Soient T1, T2 les arbres homogènes correspondants de racines respectives r1 et r2.
Renvoyer l’arbre obtenu en ajoutant r1 et r2 comme enfants d’un noeud 2.

fin si
fin si

fin si
fin si



Chapitre 3

La décomposition homogène : calcul
de l’arbre de décomposition

Le calcul pratique de l’arbre de décomposition décrit dans [Bauman, 1996] se base sur la
décomposition modulaire.

3.1 Principe de l’algorithme développé par Stephan Baumann

Définition 9 Graphe caractéristique (complément)
Le graphe caractéristique d’un noeud dans un arbre T issu de la décomposition d’un graphe

G = (V,E), correspond à un graphe G′ = (V ′, E′) où V ′ est l’ensemble contenant un sommet
de chaque fils de ce noeud et E′ les arêtes existantes entre ces sommets dans G. L’ensemble
V ′ est appelé système de représentants. Cette définition complète de façon plus intuitive la
définition 5 du chapitre précédent.

La décomposition homogène complète la décomposition modulaire en optimisant la descrip-
tion des noeuds de type P (voir la limite de la décomposition modulaire section 1.4). On récupère
pour cela dans un premier temps tous les systèmes de représentants de chacun des noeuds P . Ce
sont ces ensembles de sommets que l’on va traiter. Selon leurs propriétés on aboutit à un noeud
de type différent dans l’arbre. Ces différents cas sont détaillés dans le paragraphe suivant ainsi
que l’algorithme 2 correspondant.
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Algorithme 2 Construction de l’arbre de décomposition homogène de G par [Bauman, 1996],
Entrée : L’arbre de décomposition modulaire de G = (V,E) obtenu avec l’algorithme de
[McConnell and Spinrad, 1994], Sortie : L’arbre de décomposition homogène correspondant à
G.

Calcul du système de représentants Yβ pour chaque noeud β de type P de la décomposition
modulaire issue de [McConnell and Spinrad, 1994].
pour Tous les Yβ faire

si Yβ est un split où K est une clique et S un stable alors
si Yβ = K∪S et tous les éléments de K sont adjacents à au moins un élément de S alors
{Correspond au cas 1 section 3.2}
Renommer l’étiquette de β en noeud 3.
Supprimer les fils de β qui sont des feuilles.
Créer un noeud 4 étiqueté avec K et replacer le tout comme enfant de β.
Étiqueter les enfants de 4 avec s∪ (N(s) ∩K) pour tous les s ∈ S avec N(s) voisinage
de s.

sinon
{Yβ = R∪K̃∪S où K̃ contient tous les éléments de K adjacents à au moins un élément
de S, et l(es) élément(s) de R sont adjacent(s) à tous les éléments de K et aucun de
S.}
Créer un noeud 2, soit α ce noeud.

Renommer l’étiquette de β en noeud 3.
Supprimer dans les fils de β, les feuilles et R.
Parent(α) ← Parent(β). {Si s est la racine alors Parent(s) = s par convention, sinon
Parent(s) correspond au père direct du sommet s dans l’arbre.}
Parent(β) ← α.
si |R| = 1 alors
{R contient un sommet isolé, soit γ ce noeud. Correspond au cas 2a section 3.2}
Parent(γ) ← α.

sinon
{R représente un module représenté par un noeud γ. Correspond au cas 2b sec-
tion 3.2}
Parent(γ) ← α.
Créer un noeud 4 étiqueté avec K̃.
Les enfants de K̃ sont étiquetés avec s ∪ N(s) ∩ K̃ pour tous les s ∈ S avec N(s)
voisinage de s.
Replacer le tout comme enfant de β.

fin si
fin si

sinon
{Ne rien faire.}

fin si
fin pour
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3.2 Illustration de différents cas de l’algorithme 2

Le corollaire 5 implique que les cas suivants n’apparaissent que si le graphe caractéristique
est un split :

3.2.1 Cas 1 : création d’un noeud d’opération 4

Le graphe caractéristique G′ = (V ′, E′) du graphe G = (V,E) figure 3.1a), dont ici le système
de représentants est égal à l’ensemble des sommets V , est un split avec V ′ = K ∪ S et tous les
éléments de K sont adjacents à au moins un élément de S (figure 3.1)

a′ b′

c′

a b

c

a)

P

a a’ b b’ c c’

b)

P

4

aa’ bb’ cc’

{a′, b′, c′}

c)

Fig. 3.1: Exemple de décomposition : cas d’un graphe G = (V,E) où V = K ∪ S et tous les
éléments de K sont adjacents à au moins un élément de S. a) Graphe G de départ. b) Arbre de
décomposition modulaire de G. c) Arbre de décomposition homogène de G

Cette décomposition implique que le graphe se décompose en deux ensembles disjoints K =
{a′, b′, c′} la clique et S = {a, b, c} le stable. Les étiquettes des feuilles du noeud 4 correspondent
aux liens qui existent entre ce stable et cette clique. Par exemple on remarquera que le sommet
a ∈ S est couplé avec a′ ∈ K et que le graphe possède une arête entre a et a′.

3.2.2 Cas 2 : création d’un noeud d’opération 4 et un noeud d’opération 2

2a) Le graphe caractéristique G′ = (V ′, E′) du graphe G = (V,E) figure 3.2a), dont ici le
système de représentants est égal à l’ensemble des sommets V , est un split avec V ′ = K̃ ∪R∪S

et |R| = 1 (figure 3.2).

da′ b′

c′

a b

c

a)

P

a a’ b b’ c c’ d

b)

2

d 4

aa’ bb’ cc’

{a′, b′, c′}

c)

Fig. 3.2: Exemple de décomposition : cas d’un graphe G = (V,E) où V = K̃ ∪R∪S et |R| = 1.

Ici R = {d}, K̃ = {a′, b′, c′} et S = {a, b, c}. a) Graphe G. b) Décomposition modulaire de G. c)
Décomposition homogène de G.

Ici la décomposition est la suivante : K̃ = {a′, b′, c′} et K = K̃ ∪ {d}. S = {a, b, c}
Le sommet isolé d est relié à tous les éléments de la clique K̃.
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2b) Le graphe caractéristique G′ = (V ′, E′) du graphe G = (V,E) figure 3.3a) (le système
de représentants associé est par exemple égal à {s1, s2, s3, s4, s5, s8, s9}) est un split avec V ′ =
K̃ ∪R ∪ S et R est un module γ comme le montre la figure 3.3.

s5

s6

s4

s3

s7

s2

s8

s1

s11

s10

s9

γ

y9

a)

P

s2 s5 *

s10 ||

s9 s11

||

s7 s3

s1 *

s6 s4

s8

b)

2

3

*

s10 ||

s9 s11

*

s6 s4

4

y9, s8 s5, y4 s1, s2

||

s3 s7

{s8, y4, s2}

c)

Fig. 3.3: Exemple de décomposition : cas d’un graphe G = (V,E) où V = K̃ ∪R∪S et R est un
module γ. Ici γ est le module parallèle entre les sommets s3 et s7, la clique K = {y4, γ, s2, s8}
en pointillée et le stable S = {s1, s5, y9}. a) Graphe G. b) Décomposition modulaire de G. c)
Décomposition homogène de G.

La décomposition est la suivante : K = {y4, s2, s8}∪{s3, s7} et S = {s1, s5, y9} et ici R est un
module, en l’occurence il comprend les sommets s3 et s7. Ces deux sommets sont reliés à tous les
éléments qui composent la clique du noeud 4 : {s8, y4, s2}. Noter qu’ils sont également adjacents
aux éléments qui composent y4, y4 représente le module fils du noeud P dont le sommet s4 est
un des descendants, tout comme y9 que l’on peut identifier sur la figure 3.3.



Chapitre 4

A propos de l’implémentation

4.1 Implémentation de la décomposition modulaire par Julien
Gagneur

[Gagneur et al., 2004] s’est appuyé sur l’algorithme de [McConnell and Spinrad, 1994] pour
implémenter la décomposition modulaire. L’implémentation est en Java et la structure de don-
née utilisée pour représenter un graphe G = (V,E) est sous forme de liste d’adjacence. On
peut obtenir, selon les choix de représentation, différents arbres de décomposition modulaire
équivalents (par exemple figure 4.1 la représentation selon [Gagneur et al., 2004] en a) et celle
selon [Bauman, 1996] en b), il est alors possible, avant de lancer la décomposition homogène, de
transformer la décomposition modulaire en celle souhaitée ici par [Bauman, 1996] pour effectuer
sa décomposition homogène.

3 7

pa1
5 2 8 1

P

se1
se2

10
pa2

11 9

6 4

a)

3 7

N0 2y3

5 1
y1

8

y2

N1

10
N02

9 11

N12

6 4

N3

b)

Fig. 4.1: a) Décomposition modulaire selon [Gagneur et al., 2004] b) Décomposition modulaire
selon [Bauman, 1996]

4.2 L’implémentation de l’algorithme de Stephan Baumann

L’implémentation réalisée s’appuie sur la décomposition modulaire de [Gagneur et al., 2004],
implémentée en java. L’algorithme est issu du rapport technique de [Bauman, 1996].

Les classes et fonctions principales implémentées Une classe (NewVertex.java) permet
de rapprocher la structure de Julien Gagneur à celle de Stephan Baumann.
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Il y a deux classes essentielles et la première (edge_lists.java) permet de passer de la
représentation de Julien Gagneur à celle de Stephan Baumann (figure 4.1) en calculant pour
chaque noeud P de l’arbre de décomposition modulaire le système de représentants associé. Une
seconde classe (DecompositionH.java) effectue la décomposition proprement dite.

Il a aussi été nécessaire de compléter une classe de l’implémentation de Julien Gagneur
(ModuleTree.java) afin de manipuler la structure d’arbre comme on le souhaitait. Pour de plus
amples détails sur la programmation, se référer au code commenté en annexe1.

4.2.1 L’algorithme principal de la classe edge lists.java

Cet algorithme 3 passe de la structure d’implémentation de Julien Gagneur à celle de Stephan
Baumann. Il récupère pour chaque noeud P de l’arbre de décomposition modulaire calculé par
le programme de Julien Gagneur, la liste des sommets formant son système de représentants
(voir définition 9).

Les notations utilisées Dans cet algorithme plusieurs notations ont été utilisées :
– sα : le plus petit numéro d’un noeud de l’arbre enraciné dans un fils de α.
– cα : nombre d’enfants du noeud α.
– Yβ : liste des sommets formant le système de représentants (voir définition 9) associé au

noeud β de type premier.
– Les lettres minuscules tels que u, v correspondent à des noeuds, donc des positions dans

l’arbre.

Remarque 4 Dans l’algorithme 3, on a choisi de récupérer par convention le plus petit fils de
chaque fils d’un noeud P . Dans la pratique on peut choisir n’importe lequel. L’algorithme aurait
aussi sans doute été plus clair si un numéro de noeud et un noeud avaient été confondus. En
fait, j’ai fait l’erreur de trop vouloir m’approcher de l’algorithme proposé dans [Bauman, 1996]
en pensant qu’il serait plus propre que si j’avais moi même calculé les graphes caractéristiques,
sans me rendre compte au premier abord qu’il n’était pas optimal.

4.2.2 Les algorithmes nécessaires pour déterminer les différents cas (voir sec-
tion 3.2) de la décomposition homogène

Ces algorithmes (implémentés dans la classe DecompositionH.java) utilisent le théorème 8
pour déterminer si un graphe est un split. Ce test et le corollaire 5 mettent en avant si le graphe
est décomposable ou non par décomposition homogène.

Théorème 8 Soit G = (V,E), avec |V | = n, un graphe non orienté avec les degrés d1 ≥
d2 ≥ · · · ≥ dn et m = max {i|di ≥ i − 1}. G est un split si et seulement si

∑m
i=1 di =

m(m− 1) +
∑n

i=m+1 di.

Remarque 5 Par ailleurs, dm = m−1 si et seulement si la partition de G en clique et en stable
n’est pas unique. On se retrouve alors dans le cas 2 de l’algorithme de décomposition homogène.

1Seules les classes edge lists.java et DecompositionH.java sont présentes, pour obtenir l’intégralité du code vous
pouvez écrire à geraldine.delmondo@gmail.com
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Algorithme 3 Calcul du système de représentants de chaque noeud P de l’arbre de décom-
position modulaire TM de Julien Gagneur. Entrée : L’arbre de décomposition modulaire de
G = (V,E) obtenu avec l’implémentation de Julien Gagneur ainsi que le graphe G de départ
sous la forme d’une liste d’adjacence de ses sommets. Sortie : Les graphes caractéristiques sous
forme d’une liste de liste d’arêtes de chacune des listes des systèmes de représentants Yβ corres-
pondant à chacun des noeuds β de type Premier.

Réduire la liste d’adjacence de G à une liste d’arêtes E telle que E = {ij|i < j}.
pour Chaque noeud α de TM de type Série, Parallèle ou Premier faire

sα ← |V | + 1 {On initialise à un grand nombre car par convention on prendra le plus
petit enfant.}
dα ← 0 {calcule le nombre d’enfants cα du noeud α}

fin pour
{Initialisation à vide de la liste résultat qui sera composée des listes de représentants Yβ

correspondantes à chacun des noeuds de type Premier de l’arbre TM}
pour Chaque noeud β de TM de type Premier faire

Initialisation de la liste de représentants associée Yβ à vide.
fin pour
{On a considéré que l’ensemble des sommets V était de la forme {1, · · · , n}.}
pour Toutes les feuilles v ∈ {1, · · · , n} faire

sv ← v ; {On récupère le numéro de la feuille en cours.}
cv ← 0 ; dv ← 0 ; {Une feuille n’a pas d’enfant}
u← v ; {On sauve l’endroit où l’on se trouve dans l’arbre.}
tant que du = cu et que u n’est pas la racine de T faire

dparent(u) ← dparent(u) + 1 {Le parent de u à un enfant de plus (initialisation à 0).}
{Par convention on a décidé de prendre le plus petit enfant, d’où la condition suivante :}
si su < sparent(u) alors

sparent(u) ← su

fin si
{Si le parent de u est un noeud premier on doit sauver le numéro de son fils su comme
représentant.}
si parents(u) est un noeud Premier alors

Yparent(u) ← Yparent(u) ∪ {su}
fin si
u← parent(u) {On continue en passant au parent de u}

fin tant que
fin pour
{Comme on souhaite un graphe caractéristique, on récupère les arêtes associées à chaque Yβ.}
pour Toutes les arêtes ij ∈ E faire

si j ∈ Vβ − {sβ} et i ∈ Vβ alors
Ajouter ij à la liste Yβ

fin si
fin pour



25

L’algorithme 4 résume notre travail pour appliquer les résultats précédents à notre implé-
mentation. Le détail de chacune des étapes est décrit en annexe dans le code commenté de la
classe.

Algorithme 4 Entrée : Une liste d’arêtes correspondant au graphe sur lequel on veut pouvoir
choisir l’un des cas de la décomposition homogène à appliquer (voir section 3.2). Sortie : Un
couple de booléens (vrai,vrai) si Eβ est décomposable par le cas 1, (vrai, faux) si c’est par le cas
2, (faux,faux) si ce n’est pas un split, on renvoie aussi la clique K et le stable S issus de Eβ si
possible

Calcul du degré de chacun des sommets apparaissant dans Eβ.
Tri de ces degrés du plus grand au plus petit.
Calcul de m indice i maximal tel que di ≥ i− 1.
Calcul de la Somme

∑m
i=1 di, au passage on récupère les sommets de la clique éventuelle.

Calcul de la Somme
∑n

i=m+1 di, au passage on récupère les sommets du stable éventuel.
Vérifications s’il s’agit d’un split à l’aide de la remarque 5.



Chapitre 5

Résultats expérimentaux

5.1 Les résultats obtenus par la décomposition homogène

5.1.1 Application au réseau de complexes de régulation transcriptionnel

Nous avons traité plusieurs des résultats issus de [Gagneur et al., 2004]. Nous nous inté-
ressons ici à un réseau de 50 protéines définissant la restructuration de la chromatine par les
complexes RSC et SWI/SNF, le complexe de facteurs de transcription général TFIIF, TFIID,
et le complexe MEDIATOR qui gère les signaux pour l’activation de l’ARN polymérase II. Ces
différents complexes ont été identifiés expérimentalement, et le résultat de ces expérimentations
est illustré dans la figure 5.1. Le graphe associé à ces complexes est présenté dans la figure 5.2.
Les résultats que nous obtenons pour ce réseau sont présentés figure 5.4 et 5.5. La visualisa-
tion de nos graphes est réalisée à l’aide du logiciel YED de chez yWorks1. Nous obtenons une
décomposition modulaire similaire aux résultats publiés ainsi qu’une décomposition homogène
plus précise dans la description de la hiérarchie entre modules (figure 5.5).

La décomposition homogène (figure 5.5) identifie tous les complexes protéiques de la figure
5.1, ce que ne permettait pas la décomposition modulaire de [Gagneur et al., 2004] (figure 5.3
et 5.4). [Gagneur et al., 2004] ne parvient notamment pas à situer la protéine ANC1 dans les
différents complexes. La décomposition homogène reconnait cette protéine comme adjacente aux
protéines du module #ARP9 composé des protéines ARP9 et ARP7. On constate que ce module
est adjacent au module fils du noeud 2 (par définition), ce qui reconstitue le complexe protéique
SWI/SNF. De récentes études expérimentales [Szerlong et al., 2003] identifient les protéines du
module #ARP9 comme composants d’un sous-complexe qui faciliterait la re-structuration de
la chromatine et les interactions entre complexes. Par ailleurs, le complexe RSC est également
impliqué dans la restructuration chromatique et possède le sous complexe ARP9 et ARP7. La
décomposition homogène identifie un module #STH1 couplé au module #ARP9, ce qui, ce qui
confirme expérimentalement l’intérêt de notre démarche. La même analyse montre ANC1 adja-
cente aux protéines du module #TAF40. On retrouve ainsi de manière fine les trois complexes
protéiques (MEDIATOR, TFIID et TFIIF ) mais avec une description supplémentaire qui peut
être interprétée biologiquement.

1http ://yworks.com/en/index.html
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Fig. 5.1: La décomposition modulaire selon [Gagneur et al., 2004] (l’image est issue de l’article).
Modélisation des complexes protéiques obtenus expérimentalement.

5.1.2 Application au réseau d’interactions de protéines de la levure

La figure 5.6 représente les décompositions modulaire et homogène du module (figure 1.5b)
issu de la décomposition modulaire du réseau d’interactions de protéines de la levure. [Yeast
Interactome, Boston University, http ://structure.bu.edu/rakesh/myindex.html]2

Dans la décomposition modulaire, il n’était pas possible de connâıtre les liens entre les pro-
téines NFI1, CDC12, BNI4, CDC10 et le complexe protéique composé de CDC3, le module
parallèle (SHS1, YDL225W, CDC11 et GIN4. On complète sensiblement les informations four-
nies par la décomposition modulaire (figure 5.6).

5.2 La décomposition homogène ne complète pas toujours la

décomposition modulaire

Malheureusement, plusieurs tests n’ont pas amélioré la décomposition modulaire de certains
réseaux biologiques. Sur la base de données KEGG3 notamment, les informations données par
la décomposition modulaire des réseaux tels que le métabolisme de l’azote ou de la fixation
des composés carbonés4 n’ont pas pu être complétées par l’application de la décomposition
homogène.

2Les figures 5.7 b) et 5.7 c) représentent respectivement la décomposition modulaire et la décomposition
homogène tels que nous les avons obtenus avec notre implémentation et le logiciel Yed pour l’affichage.

3http ://www.genome.jp/kegg/
4Respectivement map00910 et map00710 sur http ://www.genome.jp/kegg/xml/map/index.html
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Fig. 5.2: La décomposition modulaire selon [Gagneur et al., 2004] (l’image est issue de l’article).
Le graphe G associé aux complexes protéiques de la figure 5.1.

5.3 Implémentation de Roger Guimera et Luis A. Nunes Amaral

La comparaison de la décomposition homogène avec les travaux de
[Guimera and Amaral, 2005] sur les deux tests que nous avons effectués (figure 5.8 et
5.9), donne des résultats différents. Les groupes de sommets issus de la décomposition homogène
forment des ensembles plus petits. Par ailleurs, si notre décomposition donne les liens entre les
groupes de sommets formés, ce n’est pas le cas de l’autre. La méthode de Roger Guimera et Luis
A. Nunes donne une description en groupe de sommets mais ne décrit pas la hiérarchie entre
ces groupes. La décomposition homogène peut être utile surtout si l’on souhaite des modules
plus fins.
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Fig. 5.3: La décomposition modulaire selon [Gagneur et al., 2004] (l’image est issue de l’article).
Décomposition de G figure 5.2 par décomposition modulaire. Les noeuds 2, 3, 4, 6, 7 et 8 sont
séries, le noeud 5 de type parallèle, la racine de type P .
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Fig. 5.4: La décomposition modulaire sur l’exemple de [Gagneur et al., 2004] : a) Décomposition
modulaire du graphe figure 5.2, c’est le même résultat que la figure 5.3 mais tel que nous l’avons
obtenu avec l’application de notre programme et l’affichage par le logiciel YED. Ce qui apparâıt
comme un point en sommet est en fait une * correspondant à un module série.
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Fig. 5.5: Application de notre implémentation de la décomposition homogène sur l’exemple de
[Gagneur et al., 2004] : Décomposition homogène du graphe figure 5.2. Ce qui apparâıt comme
un point en sommet est en fait une * correspondant à un module série. Dans cette décomposition
homogène, certains noms de protéines sont précédés par le signe #, il s’agit dans ce cas de
l’ensemble des protéines présentent dans le module auquel appartient la protéine marquée #,
filles du noeud P correspondant. C’est pourquoi dans notre visualisation nous avons ajouté avec
le type de module (* ou ||) la protéine marquée # lorsque c’était nécessaire pour retrouver plus
facilement le module associé. Les numéros 1, 2, 3 et 4 ajouté à la figure explique les déductions
que rend possibles la décomposition homogène, en particulier,le 1,2,3 sont liés à l’interprétation
du noeud de type 4 et le 4 est lié à l’interprétation du noeud de type 2.
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Complexe 
protéique [6]

NFI1, CDC12, le complexe 
protéique, BNI4 et CDC10 forment 
une cascade de réactions.P

NFI1

CDC12
*

BNI4
CDC10

CDC3

||
CDC11

GIN4

SHS1 YDL225W

SHS1 et YDL225W sont deux 
protéines alternatives, l'une peut 
se substituer à l'autre pour une 
même fonction. [6]

Décomposition modulaire

s ||

e 

*

Décomposition homogène

Permet de donner la relation existant entre les protéines 
NFI1, CDC12, BNI4, le complexe protéique (particulièrement 
SHS1 et YDL225W) et CDC10. 

Complexe noyau 
protéique.

CDC10

CDC12

BNI4

NFI1

2

3 ||

*{CDC10,CDC12}

{BNI4,CDC10} {NFI1,CDC12} CDC3
GIN4

CDC11

SHS1 YDL225W

Les protéines 
SHS1 et 
YDL225W 
intéragissent 
avec CDC10 et 
CDC12. Ce sont 
des éléments 
d'entrée/sortie 
externes au 
complexe.

s 

||

Fig. 5.6: La décomposition modulaire et la décomposition homogène dans les réseaux biolo-
giques : application à la levure. L’arbre du bas complète celui obtenu par décomposition modu-
laire en haut, on peut en déduire qu’il existe un complexe noyau protéique composé du noyau de
protéines CDC10, CDC12, et des protéines connexes BNI4 et NFI1. Par ailleurs, les protéines
SHS1 et YDL225W sont des éléments d’entrée/sortie externes au complexe.
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Fig. 5.7: Application de la décomposition modulaire et homogène au réseau d’interactions de
la levure.(Complément de la figure 5.6) b) Vue détaillée de la décomposition modulaire du
module. Les protéines CDC3, le module composé de SHS1 et YDL225W, CDC11, GIN4 forment
un complexe protéique où chaque protéine est essentielle pour assurer la fonction globale du
complexe. On ne connâıt pas les liens entre ce complexe, NFI1, CDC12, BNI4 et CDC10.
c) Décomposition homogène du module. On peut en déduire qu’il existe un complexe noyau
protéique composé du noyau de protéines CDC10, CDC12, et des protéines connexes BNI4 et
NFI1. Par ailleurs, les protéines SHS1 et YDL225W sont des éléments d’entrée/sortie externes
au complexe.
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Fig. 5.8: Comparaison de la méthode de [Guimera and Amaral, 2005] avec la décomposition mo-
dulaire/homogène sur un graphe test fourni avec le programme de [Guimera and Amaral, 2005].
a) Graphe G de départ. b) Décomposition de G selon [Guimera and Amaral, 2005], on obtient
trois groupes. c) Décomposition de G avec la décomposition modulaire (le résultat de la décom-
position homogène est équivalent)
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Fig. 5.9: Comparaison de la méthode de [Guimera and Amaral, 2005] avec la décomposition
modulaire/homogène sur le graphe figure 3.3a. a) Méthode de [Guimera and Amaral, 2005] ap-
pliquée au graphe G de départ, on obtient deux groupes. b) Décomposition modulaire de G,
l’arbre de cette décomposition se trouve en figure 3.3b. c) Décomposition homogène de G, l’arbre
de cette décomposition se trouve en figure 3.3c).



Chapitre 6

Conclusion

6.1 Limite de la décomposition homogène

Il existe des classes de graphes pour lesquels la décomposition homogène n’apporte aucune
information supplémentaire à la décomposition modulaire. Ce sont des graphes pour lesquels
le graphe caractéristique n’est pas un split. Le noeud P n’est pas décomposé davantage. Le
graphe de la figure 6.1 qui est celui de la figure 1.4 auquel on a ôté l’arête {7, 9} en est un
exemple caractéristique. L’arbre de décomposition homogène obtenu est le même que celui issu
de la décomposition modulaire. Une intuition pour comprendre ce phénomène est qu’à partir
du moment où le système de représentants comprend un nombre de noeuds trop important1 la
probabilité de trouver un split est faible car les contraintes qu’il entrâıne sont fortes.

s1

s2

s3

s4

s5

s6

s7

s8

s9

s10

s11

a)

P

*

4 ||

3 2

9 5 *

||

11 10

8

1 7 6

b)

Fig. 6.1: Limite de la décomposition homogène a) le graphe induit par un système de repré-
sentants qui doit être un split pour que la décomposition homogène soit efficace. b) l’arbre de
décomposition modulaire qui est aussi l’arbre de décomposition homogène.

6.2 Formalisation du réseau

6.2.1 Le problème du traitement des arêtes multiples dans les réseaux biolo-
giques

En fonction de la formalisation du réseau macromoléculaire, les graphes biologiques peuvent
présenter des arêtes multiples. Elles correspondent à certains schéma de réactions biologiques
particuliers comme le montre la figure 6.2. La question de leur modélisation est un point essentiel

1ce qui dépend évidemment du nombre de fils du noeud N , expérimentalement au delà de 5 on a peu de
résultats

36
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à résoudre pour que les résultats obtenus sur les graphes modélisant les réseaux biologiques soient
le plus proches de la réalité possible.

R2

P1

P2

R1R1

P6P4

P5P3

Le reseau metabolique

(1) P3 + P1 + P6 →R1
P4 + P2 + P5

(2) P1 →R2
P2

P1

P3

P6

P2

P4

P5

Graphe associe au reseau metabolique

Seule la relation (1) est representee

Fig. 6.2: Une arête multiple telle quelle est modélisée dans un réseau biologique. Les protéines
sont étiquetés P et les réactions R. A gauche le réseau métabolique et les relations qu’il repré-
sente, à droite la modélisation d’une de ces relations sous forme de graphe.

Une modélisation possible Une méthode de décomposition doit être capable d’analyser un
tel graphe. Nous proposons une modélisation de ce type d’arêtes comme illustré figure 6.3. Nous
considérons qu’un substrat B catalysé par une enzyme Z et donnant les produits C et D (figure
6.3 a) est lié avec Z, C et D, et que Z est lié aux produits C et D. Par contre, les produits n’ont
aucune raison à priori d’être liés entre eux, d’où la modélisation figure 6.3 b).

B

C

D

Z

a)

B

Z

D

C

b)

Fig. 6.3: Possibilité de modélisation d’une arête multiple, on représente les interactions de l’en-
zyme Z par les liens entre Z et les protéines concernées sur le graphe de modélisation. a) L’arête
multiple, la protéine B catalysée par l’enzyme Z donne les produits C et D. b) Modélisation de
l’arête multiple.

Intérêt de la modélisation dans un réseau Si l’on prend l’arête multiple ”seule”, la décom-
position homogène n’apporte aucune information supplémentaire par rapport à la décomposition
modulaire. Connectée à un élément, la décomposition homogène est plus précise que la décom-
position modulaire (figure 6.4). Si la décomposition modulaire ne discerne pas les liens entre C,
D, E et le module série (B,Z), la décomposition homogène apporte plus d’information en isolant
le module série (B,Z) lié à C et à D, C est lié à E, C et D sont disjoints.

6.2.2 Intérêt de l’orientation des graphes ?

Par définition, une majorité des réseaux biologiques sont orientés. Une décomposition homo-
gène de graphes orientés représente alors une perspective théorique intéressante. Dans ce cas,
les modules obtenus lors de la décomposition d’un graphe orienté seraient un sous ensemble des
modules obtenus lors d’une décomposition sur ce même graphe non orienté car les orientations
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B

Z

D

C E

a)

P

C D E *

B Z

b)

3

*

B Z

4

E,C D,YB

{YB, C}

c)

Fig. 6.4: Intérêt de la décomposition homogène dans le cas d’arêtes multiples. a) L’arête multiple (mo-
délisée), la protéine B catalysée par l’enzyme Z donne les produits C et D, et le substrat C donne le
produit E. b) Décomposition modulaire de l’arête multiple. On ne connâıt pas les liens entre C, D, E et
le module série (B,Z) c) Décomposition homogène de l’arête multiple. On en déduit que le module série
(B,Z) est lié à C et D, C est lié à E, C et D sont disjoints

posent plus de contraintes. Par exemple, la clique à trois sommets non orientée nous donnera
un module série, alors qu’en orienté il sera possible de trouver une orientation qui nous donne
deux modules sur ce même graphe.

On notera qu’il existe une décomposition modulaire dans les graphes orientés, on peut en
trouver une brève description dans l’habilitation à diriger la recherche de Christophe Paul
[Paul, 2006]. Cependant il n’existe pas à ma connaissance de généralisation de la décomposi-
tion homogène aux graphes orientés. Ce problème biologique pourrait donc motiver des travaux
théoriques fondamentaux en informatique.

6.3 Limite des décompositions dans les réseaux biologiques

L’importance de la modélisation en biologie La modélisation d’un système biologique (fi-
gure 6.5) [Kell and Knowles, 2006] passe par une perte d’information sur ce système. On choisira
la formalisation du système en fonction de la question posée. Cela implique de garder à l’esprit
qu’une modélisation du système n’est valide que dans un certain contexte et sous certaines condi-
tions. Un modèle est donc une représentation limitée d’un système. Le choix de modélisation
des réseaux de complexes protéiques influe énormément sur le résultat de la décomposition qui
s’en suit. Ceci est illustré par les par les travaux [Wang and Zhang, 2007] qui décrivent deux
types de modélisation souvent usitées. Pour le réseau de la figure 6.6a) si l’on choisit la mo-
délisation ”matrix”2 de la figure 6.6b), la décomposition aura plutôt tendance à nous renvoyer
des modules séries alors que la modélisation ”spoke” de la figure 6.6c) nous renverra plutôt des
modules parallèles. Suite à ces travaux, comment interpréter les différents types de modules que
nous avons pu mettre en évidence ? Une voie de recherche est de mieux définir un module. Ce
travail nécessite une collaboration étroite avec des biologistes qui peut aboutir à une nouvelle
définition formelle, source de nouveaux algorithmes et recherches informatiques.

2Notez que Julien Gagneur utilise plutôt la modélisation ”matrix”
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Identification du système

Hypothèses sur le système

Formalisation du système

Validation qualitative

na¨ifs
avec des éléments connus

Identification des paramètres

Simulation

Validation quantitative

Prédiction 

Fig. 6.5: Les étapes de la modélisation d’un système en biologie

Fig. 6.6: Limite des décompositions sur les réseaux biologiques a) Complexe protéique. b) Mo-
délisation ”matrix” du complexe protéique. c) Modélisation ”spoke” du complexe protéique. d)
Modélisation réelle du complexe protéique.

6.4 Conclusion

Notre travail de décomposition des réseaux macromoléculaires s’est appuyé sur des outils
théoriques de théorie des graphes que sont la décomposition modulaire et la décomposition
homogène.

La décomposition modulaire implémentée par [Gagneur et al., 2004] permet de décomposer le
réseau en modules et de connâıtre l’agencement des protéines. Il dénote trois types de modules,
les modules séries, les modules parallèles et les modules premiers. S’il parvient à déduire des
informations intéressantes des deux premiers types, le troisième reste beaucoup plus imprécis.
Ce type de noeud étant malheureusement le plus répandu en biologie, il nous fallait donc résoudre
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ce problème.
La décomposition homogène ([Jamison and Olariu, 1995], [Bauman, 1996]) s’appuie et étend

la décomposition modulaire. Elle permet de décomposer plus précisément les modules de type
premiers de la décomposition modulaire. Après implémentation, la décomposition homogène a
été testée sur plusieurs réseaux biologiques dont un réseau de référence [Gagneur et al., 2004]
et un réseau de la levure3, la décomposition homogène complète dans les deux cas de manière
significative les informations données par la décomposition modulaire.

Nous avons aussi testé notre programme sur des réseaux qui n’ont pas abouti sur des dé-
compositions homogènes satisfaisantes. Les modules de types premiers n’ont pas été décomposés
davantage.

Pour améliorer nos résultats il existe plusieurs voies de recherche connexes. L’une consiste à
travailler sur des graphes orientés pour se rapprocher de la réalité biologique. Il faudrait pour
cela développer un algorithme de décomposition homogène sur ces graphes. Une deuxième voie
part d’un constat observé pendant nos expériences, des modules ne sont pas identifiés parce que
la notion de module sur laquelle nous nous appuyons est trop rigide par rapport à la réalité
biologique. Il s’agit de définir une notion de module plus lâche pour refléter la réalité biolo-
gique comme déjà initié par [Guimera and Amaral, 2005]. Les deux approches nécessitent une
collaboration étroite avec les biologistes pour développer de nouvelles méthodes informatiques.

3Yeast Interactome, Boston University, http ://structure.bu.edu/rakesh/myindex.html
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Décomposition homogène des réseaux
macromoléculaires

Del Mondo Géraldine
(encadrée par Eveillard Damien et Rusu Irena)

Résumé

Il est aujourd’hui accepté que les systèmes biologiques sont composés d’unités
fonctionnelles[Rives and Galitski, 2003][Guimera and Amaral, 2005]. Ces unités fonction-
nelles sont communément perçues comme des entités semi-autonomes qui présentent des
connections fonctionnelles denses avec les autres unités et plus laches avec l’environnement. De
telles unités sont impliquées à divers niveaux d’organisation du vivant. On souhaite retrouver
ces unités fonctionnelles en utilisant une description modulaire des réseaux d’interaction
macromoléculaire. Cette description est devenue aujourd’hui nécessaire pour appréhender la
complexité des systèmes biologiques.

Termes généraux : décomposition modulaire, décomposition homogène, module, réseau macro-
moléculaire, théorie des graphes
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