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Ordre strict P

P est un couple (V (P), <,) avec V (P) un ensemble d’éléments et <,
une relation d'ordre sur ces éléments.

Relation d’ordre

Une relation d’ordre stricte <, est une relation binaire transitive et
antiréflexive de base V (P).

(il Un ordre large P est un couple (V (P), <, ) tel que (V(P), <) soit un
ordre strictet <,= <, U {(x,x):x € V(P)}.

Comparabilité entre éléments

Soit 'ordre P = (V(P), <), X,y € V(P) sont dits comparables dans P si
X <, youy <, X, (noté x ~, y) ils sont dits incomparables (noté x ||, y)
sinon.

Chaine C, Antichaine A

Une chaine dans un ordre P est un sous-ensemble de V (P) d’éléments
deux a deux comparables dans P. Le sous-ordre induit par les éléments
d’une chaine est un ordre total.
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Calculer la borne supérieure du nombre d’itérations nécessaires pour
transformer un ordre quelconque en une chaine.

Moyens
On se donne un ordre large P; et I'on désigne par P;,, I'ordre large tel
que :
@ Py ="P.
@ Vi>1 P =f(Pi),avecf: 0O — O,
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o jpiﬂ est telle que pour A1, A; € V(Pit1),
Ax =i Az & VX € A; Ty € A, tel que x =<5 Y-
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Objectif

Calculer la borne supérieure du nombre d’itérations nécessaires pour
transformer un ordre quelconque en une chaine.

Moyens
On se donne un ordre large P; et I'on désigne par P;,, I'ordre large tel
que :
@ Py ="P.
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o jpiﬂ est telle que pour A1, A; € V(Pit1),
Ax =i Az & VX € A; Ty € A, tel que x =<5 Y-

Calcul de la borne

Tant que P; n'est pas une chaine, on le remplace par P;.1, lorsque I'on
s'arréte, i est le nombre d'itération nécessaire que I'on recherche.
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Noti e

nrodeies  Proposition 2

Principe Sidp(X) =k < coetxs <, --- <, X = x alors dp (%) = j, V] € [K].

Enoncé du
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Résultats PI‘OpOSI'[Ion 3

préliminaires

P—— Sid(P) < oo alors Vj < d(P) avec j € N*, P(j) est une antichaine non
vide de P.
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Nombre cnr
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Programmation

Perspectives



CRAS:
"Chaining
partially
ordered sets”

Notions Le théoréme

introductives

Princpe Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que
Enoncé du Pm soit une chaine.
théoreme

Résultats
préliminaires

Le théoreme
Lemme

Nombre
d'antichaines
maximales
pour
l'inclusion

Programmation

Perspectives



CRAS:
"Chaining
partially
ordered sets”

Notions Le théoréme

introductives
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Principe Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que
Eaa——" Pm soit une chaine.
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Le théoréme Soit P un ordre non vide tel que d(P2) = d(P1) = d(P), alors P, est une
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Le théoreme

Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que

Principe P, soit une chaine.

Enoncé du
théoreme

o Propriété 1

préliminaires

Notions
introductives

Soit P un ordre non vide tel que d(P2) = d(P1) = d(P), alors P, est une

Le théoreme

chaine.
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bi P <
damienanes  Preuve théoréme
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pour Soit P un ordre et d(P) = k < co. Induction sur d(P).
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Programmation @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et

k > 2.Soitd(P) =k < oo
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Le théoreme
NGITaITES Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que

introductives ) N
. Pm soit une chaine.
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Enoncé du o

theoreme Propriete 1

;?ri?ilrﬂn[iitasires Soit P un ordre non vide tel que d(PZ) = d(Pl) = d(P), alors P, est une

Py chaine.

e théoreme

Lemme L N

Nombre Preuve théoreme

ganenanes  Soit P un ordre et d(P) = k < oo. Induction sur d(P).

pour

Vinclusion @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et

Programmation k > 2. Soit d(P) =k < oo

Perspectives Nous avons montré que si d(P;) = d(P1) = d(P) alors P, est une

chaine et donc la propriété est démontrée, m < 2d(P) — 1.
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theoreme Propriete 1

;?ri?ilrﬂn[iitasires Soit P un ordre non vide tel que d(PZ) = d(Pl) = d(P), alors P, est une
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dantehaines Soit P un ordre et d(P) = k < co. Induction sur d(P).
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Programmation k > 2. Soit d(P) =k < o0

Perspectives Sinon, le corollaire de la proposition 4 implique que

d(P2) < d(P1) < d(P) etdonc d(P,) < d(P)— 1=k — 1.
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. Soit P un ordre non vide tel que d(P2) = d(P1) = d(P), alors P, est une
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Lemme Preuve théoréme

NETIe Soit P un ordre et d(P) = k < co. Induction sur d(P).

d'antichaines
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pour @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et
Vinclusion k > 2. Soitd(P) =k < oo

Programmation Sinon, le corollaire de la proposition 4 implique que
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On peut appliquer I'hypothése d’induction, ainsi il existe r tel que
P2, soit une chaine et :
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Le théoreme

Notions Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que
introductives Pm soit une chaine.

Principe
Enoncé d 1ateé
£noncé du Propriete 1
Résultats Soit P un ordre non vide tel que d(P.) = d(P1) = d(P), alors P, est une
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Lemme Preuve théoreme
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g’grr:llcrﬁaines Soit P un ordre et d(P) = k < co. Induction sur d(P).
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s - @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et

k> 2. Soitd(P) =k < oo
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r<2d(P)—1,ord(P;) <d(P)-—1,
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Notions i N
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Principe o
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Résultat Soit P un ordre non vide tel que d(P;) = d(P1) = d(P), alors P, est une
ésultats N
préliminaires chaine.

Le théoreme

e Preuve théoréme
Nombre Soit P un ordre et d(P) = k < co. Induction sur d(P).
d’an_tlchalnes
papmees @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et
Finclusion k >2. Soitd(P) =k < o
Programmation On peut appliquer I'hypothese d’induction, ainsi il existe r tel que
Perspectives P, soit une chaine et :
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Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que

Notions Pm soit une chaine.

introductives

Principe Propriété 1

Enoncé du ) .

e Soit P un ordre non vide tel que d(P2) = d(P1) = d(P), alors P; est une
Résultats chaine.

préliminaires

Le théoreme

Preuve théoreme

Lemme

N Soit P un ordre et d(P) = k < co. Induction sur d(P).

d’antichaines o i

maximales @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et
I’?iﬂléll’usion k > 2. Soit d(P) =k <oo
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Soit P un ordre tel que d(P) < oo, alors il existe m < 2d(P) — 1 tel que
Pm soit une chaine.

Notions
introductives
Principe PI’OpI’Iété 1
ig‘z)‘jgemg” Soit P un ordre non vide tel que d(P2) = d(P1) = d(P), alors P, est une
) chaine.
Résultats
préliminaires
Le théoréme Preuve théoreme
Lemme Soit P un ordre et d(P) = k < oco. Induction sur d(P).
Nombre
m:lt:ggﬁges @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et
pour k > 2. SOitd(P):k<oo
tinelusion _ On peut appliquer I'hypothése d'induction, ainsi il existe r tel que
FIENIIETE P, soit une chaine et :
Perspectives r < Zd(P) 1
r<2dP)—-1)-1
r<2d(P)—2-1
r+2<2d(P)-1
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Preuve théoreme
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Lemme Soit P un ordre et d(P) = k < oco. Induction sur d(P).
g‘,grr?tf’cfames @ On suppose la propriété vraie pour P tel que d(P) < k — 1 et
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Perspectives r< Zd(P) - 1,

r<2dP)—-1)-1

r<2d(P)-2-1

r+2<2d(P)-1
La propriété est vérifiee en posantm =r + 2.
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